2. Algébre binaire ou algébre de Boole'

1. Définitions :

- La fonction binaire est une application qui, a un mot binaire d’entrée X = Xy.1...Xo associe

une variable binaire y:
F:S" - S avec S={0,1}
X Y

- Une fonction binaire est dite « fonction combinatoire » si pour une des combinaisons
d’entrées correspond un seul état de la sortie. Dans ce cas la fonction est indépendante du
temps.

- Un systéme logique combinatoire est un systéme qui posséde plusieurs fonctions logiques
combinatoires. A partir d’un mot binaire d’entrée x,.;...Xo, ce systeéme permet d’¢élaborer
plusieurs variables de sortie yp.;...yo telles que yi = Fi(xp.1...Xo).

a Exemple :
Soient A et B deux nombres décimaux compris entre 0 et 3. Les nombres A et B sont

codés en binaire naturel (chacun sur 2 bits). Un systéme logique combinatoire doit réaliser
le calcul du code binaire de la somme A + B

A a0 —p
_>S
{al » Somme 0
B {bo —» —P S S

- Ce systéeme logique combinatoire comporte :
- 4 variables d’entrées :
- aj et ap correspondant au code binaire naturel de A
- bj et by correspondant au code binaire naturel de B
- 3 variables de sorties :
- 8y, 81 et s correspondant au codage de A+B car la somme décimale
est comprise entre 0 et 6 d’ou un codage sur 3 bits

- Les variables de sortie sont des fonctions logiques combinatoires des variables
d’entrée (cf. chapitre 3)

- Ce systéme combinatoire s’appelle un additionneur. Pour le concevoir, il existe des
opérateurs et une algebre qui permettent de décrire des équations binaires (ou
équations logiques).

! George BOOLE, anglais du XIX®™ siécle, est le premier a avoir étudié les propriétés de 1’algébre binaire. On
I’appelle donc communément algébre de Boole.
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2. Les opérateurs de base de 1’algebre binaire

a Il existe 3 opérateurs de base définis sur I’ensemble binaire S = {0,1} :

- L’opérateur OU, représenté par le signe ‘+’ ou [J : Opération logique de somme

- L’opérateur ET, représenté par le signe ‘.’ ou [  : Opération logique de produit

2

- L’opérateur NON, représenté par une barre ¢ : Opération logique de négation

ou de complémentation

oU ET NON
0+0=0]0.0=0 | ;_,
0+1=1]0.1=0 =
1+0=1]1.0=0| -
1+1=1]1.1=1| 071

o Définitions :

- La somme logique de a et b, noté a + b, réalise le OU entre deux variables logiques
(a+ b selit « a ou b »). On parle aussi d’union logique.

- Le produit logique de a et b, noté a . b (qu’on note aussi ab), réalise le ET entre deux
variables logiques (a . b se lit « a et b »). On parle aussi d’intersection logique.

- le complémentaire de a, noté a , réalise le NON de cette variable logique
(a se lit « a barre » ou «nona» )

3. Les propriétés de base de 1’algebre binaire

Regles Fonction OU Fonction ET
Commutativité atb=>b+a a.b=>b.a
Associativité at(b+c)=(atb)+c a.(b.c)=(a.b).c
Distributivité OU par rapport a ET : ET par rapport a OU :

at(b.c)=(a+b).(a+tc)| a.(b+c)=(a.b)+(a.c)

Elément neutre a+t0=a a.l=a

Complémentaire a+a=1 a.a=0

Forgage (absorbant) atl =1 a.0=20
Régles de base
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Le complément d’une somme est
¢gal au produit des compléments

Regles Fonction OU Fonction ET
Nihil Potence 4=a
(involution)
Idem Potence ata=a a.a=a
Absorption 1 atab=a a(a+b)=a
Absorption 2 a+ab=a+b a(a+b)=ab
Consensus ab+ac+bc=ab+ac (a+b)a+c)b+c)=

(identité de Blake) (a+ b)(Z +0)

De Morgan a+b=a.b ab=a+b

Le complément d’un produit est
¢gal a la somme des compléments

Autres régles de I’algébre binaire

o Régle du complément :

Soit DI’expression logique F. L’expression F, complémentaire de F, s’obtient en
permutant dans F les opérations « OU » en « ET » et les opérations « ET » en « OU » en
remplacant chaque variable par son complément, sans oublier de placer ou de supprimer
les parentheses afin de maintenir la régle de hiérarchie des opérateurs.

Exemple :

Soit I’expression logique F définie par: F :(5 +b)cta.c+ Ea + bj

Alors le complémentaire de F s’écrit : F = (5 +b).ctact (a +b)

- Régle de De Morgan (complément d’une somme) : F = (5 +b).c. ac. (a+b)

... simplification en utilisant les régles...

—> apres simplification : F = (a+ b).E
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